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ZBIORY I ZDARZENIA
Zadanie 1.
Dane sa nastepujace zbiory:
Ai={a,b,c}, A.={b,c,d,e,f}, As={b,f}, A,.={a,b,d}.

Znajdz A=|_JA oraz B=(A.

Rozwigzanie:
A=A1UJ AU AsU As={a,b,c,de,f}
B=AiN AN AsN As={b}
Zadanie 2. (Zrédlo: [3])

W stacji znajduje si¢ 6 pomp. Eksperyment polega na obserwacji liczby pracujacych
jednocze$nie pomp. Okreslono nastepujace zdarzenia A={0,1,2,3,4}, B={3,4,5,6}, C={1,3,5}.
Znajdz: A’, AUB, AUC, AN B, ANC, (AN C)". Nazwij wszystkie zdarzenia.

Rozwigzanie:

A — Nie pracuje zadna pompa, lub pracuje od jednej do czterech pomp w tym samym
momencie.

B — pracuje od trzech do sze$ciu pomp jednoczesnie.

C — pracuje jedna, trzy lub pig¢ pomp.

Zeby okresli¢ zdarzenie A’, konieczne jest znalezienie przestrzeni zdarzen elementarnych. Tu
02={0,1,2,3,4,5,6}. Tak wigc

A'= Q2-A = {56} —pracuje piec¢ lub sze$¢ pomp,

AUB={0,1,2,3,4,5,6} — pracuje dowolna liczba pomp,

AU C ={0,1,2,3,4,5} — pracuje od zera do pieciu pomp,

AN B = {3,4} — pracujg trzy lub cztery pompy,

AN C ={1,3} — pracuje jedna lub trzy pompy,

(ANC)Y=02-ANC= {0,2,4,56} — nie pracuje zadna pompa,
lub pracuja dwie, cztery,
pie¢ lub sze$¢ pomp.



Zadanie 3. (Zrédlo: [3])

Zatozmy, ze A 1 B sa dwoma podzbiorami przestrzeni zdarzen, oraz ze A'={a,b,c},

B'={b,c,d}. Znajdz (AU B)".
Rozwigzanie:
Zadanie mozna rozwigzac nie znajac zbioru (2, jesli wykorzysta si¢ jedno z praw de Morgana.

(AUB)' =A'NB'= {b,c}

Zadanie 4. (Zrédio: [12])

Z partii towaru zawierajacej Sztuki zarowno sprawne jak i wadliwe wybrano trzy sztuki.
Okreslmy zdarzenia:

A —w trzech wybranych sztukach doktadnie jedna jest sprawna,

B — w trzech wybranych sztukach jest co najwyzej jedna sprawna,

C — w trzech wybranych sztukach co najmniej jedna jest sprawna.

Wyjasnij znaczenie zdarzen: A’, B’, C’, AUB,A(NB,BUC,BNC,B'NC."

Rozwigzanie:

A’ — w trzech wybranych sztukach zadna, dwie lub trzy sa sprawne / zadna lub wigcej niz
jedna jest sprawna,

B’ — w trzech wybranych sztukach dwie lub trzy sztuki sa sprawne / wigcej niz jedna sprawna
sztuka w trzech wybranych,

C'’ — Zadna z trzech wybranych sztuk nie jest sprawna,

AU B — w trzech wybranych sztukach jest co najwyzej jedna jest sprawna,
AN B — w trzech wybranych sztukach dok}adnie jedna jest sprawna,

BU C — w trzech wybranych sztukach zadna, jedna, dwie lub trzy sg sprawne,
B C — w trzech wybranych sztukach doktadnie jedna jest sprawna,
B'NC=0.

Zadanie 5. (Zrédlo: [12])

Niech A bedzie zbiorem liczb naturalnych podzielnych przez 6: A=6N={6, 12, 18, ..}, B —
podzielnych przez dwa: B=2N={2, 4, 6, ...}, C — podzielnych przez 5: C=5N={5, 10, 15, ...}.
Znajdz zbiory: AUB,AUC,BUC,ANB,ANC,BNC,A-B,A-C,AUBUC, ANBNC.

Rozwigzanie:
AUB=6NU2N=B=2N={2, 4,6, 8, 10, ...},



AUC=6NUS5N ={5, 6, 10, 12, 15, 18, ..},

BUC=2NU5N={2,4,5,6,8, 10, 12, 14, 15, ...},

AUC=6NN2N =A=6N ={6, 12, 18, 24, ..},

AN C = 6NN 5N = 30N ={30, 60, 90, ...},

BN C = 2N/ 5N = 10N={10, 20, 30, }

A-B=6N-2N=0

A-C=6N -5N={6, 12, 18, } - {5, 10, 15, ...} = 6N - 30N = {6, 12, 18, ...} - {30, 60, 90, ...}
AUBUC=6NU2NUS5N = {2, 4,5, 6, 8, 10, 12, 14, 15, 16, 18, 20 ...}
ANBNC=6NU2NUS5N = 30N = {30, 60, 90, 120, ...}

Zadanie 6. (Zroédlo: [16])
Dane sg trzy zbiory liczb: A={2, 4, ..., 20}, B ={3, 6, 9, ..., 18}, C ={4, 8, ..., 20} zawarte w

zbiorze 2={1, 2, 3, ..., 20}. Wypisz wszystkie elementy nalezace do zbioréw: Znajdz zbiory
ANBNC,(ANBYNC,(ANB)-C,ANB'NC.

Rozwigzanie:
ANBNC={12},
(ANBHNC={4,8, 16, 20},
(ANB)-C = {6, 18},
ANB'NC=0.

Zadanie 7. (Zrédlo: [16])

Dane sg zbiory 2, A, B, C okre$lone jak na rysunku (kolor szary). Narysuj zbiory: AUBU C,
ANBNC,ANBNC,ANCNB.




Rozwigzanie:

Zadanie 8. (Zrédlo: [3])

W pewnym uktadzie elektronicznym elementy sa potaczone jak na rysunku:

W zwiazku z tym, ze elementy 2 i 3 sg polaczone rownolegle, uktad bedzie dziatat poprawnie
nawet jesli jeden z nich ulegnie awarii. Natomiast w przypadku awarii elementu 1, uktad nie
bedzie funkcjonowal. Eksperyment polega na sprawdzeniu stanu kazdego elementu (S —
sprawny, U — uszkodzony). Okresl i nazwij nastepujace zdarzenia:

a. A — funkcjonuja doktadnie dwa z trzech elementéw,

b. B — przynajmniej dwa elementy dziatajg poprawnie,

c. C —uklad dziala,

d.C,AUC,ANC,BUC,BNC.

Rozwigzanie:
Zalézmy, ze pozycja wyniku w Kkrotce (x,y,z) jest przypisana do i-tego elementu. Tak wiec X
oznacza stan elementu pierwszego, y - drugiego, a z - trzeciego.

a. Na zdarzenie A sktadajg si¢ wszystkie sytuacje, w ktorych dziatajg dwa elementy, np. 11 2,
1i3itd.
A={(S,S,U),(S,U,S),(U,S,S)}.

b. Zdarzenie B okresla stwierdzenie: dwa lub trzy elementy dziatajg poprawnie:
B={(S,S,U),(S5,U,5),(U,S,S),(S,S,5)}.
Uwaga: zdarzenie A zawiera si¢ w zdarzeniu B.

c. Uklad dziata poprawnie jesli element nr 1 jest sprawny oraz przynajmniej jeden z
elementow 2 lub 3 dziata poprawnie.

C={(S,S,5),(5,5,U),(S,U,5)}.



d. C— Uktad nie dziata.
C'=02- C ={(S,U,U),(U,S,5),(U,S,U),(U,U,S),(U,U,U)}.

AU C — poprawnie dziataja dwa (dowolne) lub trzy elementy.

AU C ={(S,S,9),(S,S,U),(S,U,9),(U,S,9)}.
A C — uktad dziata poprawnie, przy czym nastgpita awaria elementu 2 lub 3.

AN C ={(S,S,U),(S,U,S)}.

BUC =AU C - sprawne sg dwa (dowolne) lub trzy elementy.

BUC ={(5,S,9),(S5,S,U),(S,U,S),(U,S,S)}
B C — sprawne sg dwa lub trzy elementy, przy czym zawsze sprawny jest element 1.

BN C ={(S,S,S),(S,S,U),(S,U,S)}.

Zadanie 9. (Zrédlo: [16])

Dane sa nastgpujace zbiory liczb rzeczywistych: A={x: x*-3x-5 > 0}, B :{XZ gx_i < 0},
X+

C={x: |x| = x}. Znajdz zbiory: AN B, ANB NC,AUB-C.

Rozwigzanie:
Aby okresli¢ zbior A konieczne jest rozwigzanie rownania kwadratowego:

3-+/29 ~—11926: X, = 3*;@ ~4,1926.

! 2

A

Tak wigc do zbioru A wchodza nastepujace 10

liczby:

B A

={X: Xe(-00,-1,1926) U (4,1926,0)}

Y

Zbior A.
Zeby okredli¢ zbior B, konieczne jest okreSlenie miejsc zerowych mianownika i

licznika tej funkciji:



Do zbioru B naleza nastgpujace liczby:

ol 33)

Do zbioru C nalezg wszystkie warto$ci nieujemne.

C = {x: x>0}
Zatem wynikowe zbiory sg nastepujace:

ANB=0

ANBNC=0

Zadanie 10. (Zrédlo: [16])

Dane sg zbiory na ptaszczyznie: A={

opisz zbiory: ANBiA-B.
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sl}, B = {(x,y): y* < x*}. Narysuj i



Rozwigzanie:

Zbior A jest elipsa potozona w $rodku uktadu wspotrzednych. Punkty nalezace do zbioru B

znajduja si¢ w obszarze ograniczonym prostymi Y = X oraz y = -X. Aby okresli¢ region nalezy

dokona¢ przeksztatcen:
yZSXZ
|yl x|
+y<X|
ydx| A —-y<x]|
ysIx| A yz-|x|

—Ix[<y x|

Zadanie 11. (Zrédlo: [11])

Niech A bedzie zbiorem punktow (x,y), dla ktorych x* + y? < 1, B — zbiorem punktéw (x,y), dla

ktorych x2 + y* < 4, C — zbiorem punktoéw (x,y), dla ktérych (x-1)? + y* < 1. Znalezé zbiory:
AUB,AUC,BUC,AUBUC,ANB,ANC,BMNC, AN BN C. Przyjmujgc, ze rozwazang

przestrzenig jest zbior wszystkich punktow ptaszczyzny (X,y), wykazaé, ze (AU B)'= AnB',

(ANB)'=AUB'.

Rozwigzanie:

Dane zbiory ograniczone sg okrggami.

A Al A B‘ ("
12 12— 2
11 11 B\ - g
/ A\\ ,f"'/ C \"-‘.
IR R g I
Gy 1-1 b,
-2 +2 -2




/ \
Om — 1 o ™
I ; : ; - — — 1
_. / ,
\ /
\ 1 - \ 4=
N . _
- ~
~__| mv.ﬂ.\ IA-/_H
\\.\l 12/ e e
\\ ™~
/9 \ / h
2= Y
\ - N / B - : ¢
a K A9 ¢ —#=| 7 9
7. ! \ | ] 4 !
: T T A | J /
// \\._. _., s.“
N \ = /
] ) / ' \\
e

o A -R
= e .nm T 2 o
N - < g E )
\m. \ // .A / A \
/e A /
_.\ = \\\\l IA/ \ / T / / 1 \

‘. : , / \ / E :
Qo= | w,./_H < o il p_;.. < n_p n 1 nw,
| T - T ] ! | \ \ _ "
,,,, S / / .,.. | \ :
// et 1-_l. ) / B 1-_1 \ \.._ /,, T 1ﬂ_ \ \

/ \\ N\

// \.\\ e // =
. Jlnv_&\ ilhv%\ B 1 -
A = A s 1
el 2 = T
\\ \C .r/ uu.u\ M
yaw !
_\\\ M 1T ,.,, =
G o= | 7 I ~ | T
e B |
| |
\ / .,
\ x\ J
N\ T \\. T
AN
. o

10



Zadanie 12. (Zrédlo: [12])

Na n kartkach wrzuconych do pudetka napisane sg odpowiednio numery 1, 2, ..., n.

a. Losujemy w sposob przypadkowy jedng kartke. Wyznaczy¢ zbior zdarzen elementarnych
0.
b. Losujemy w sposob przypadkowy dwie kartki. Wyznaczy¢ zbiér zdarzen elementarnych (2.

Rozwigzanie:
a. 2={k: 1,2, ..n}
b. Z tresci zadania wynika, ze kolejnos¢ wylosowanych kartek nie ma znaczenia wigc np.
(1,3) i (3,1) traktujemy jako jedno i to samo zdarzenie. Zauwazmy, ze jedna kartka nie moze
by¢ wylosowana dwukrotnie . Wypiszmy zatem zdarzenia elementarne:
02={(1,2), (1,3), ..., (1,n),
(2,3), ..., (2, n),

(i), ... (n-1,n-2), (-1 }

Zbidr zdarzen elementarnych mozna opisa¢ krocej jako: Q2={(i,j):1=1,2, .., n-1 A j=i+1} —

czyli wszystkie pary niepowtarzajacych si¢ liczb, w ktorych kolejno$¢ nie ma znaczenia. Np.:

n Zbior zdarzen elementarnych
2 (1,2)
3 (1.2), (1.3),
(23)
(1.2), (1.3), (1.4),
4 (2,3), (2,4),
(3:4)

Zadanie 13.

Rzucono dwie kostki szescienne do gry. Okresl przestrzen zdarzen elementarnych.

Rozwigzanie: Q= ), GGG (),
('-7')! ( e )!( .!.")’( E )l( .1:')1('.155)!
(."1 )’( ) )1( ’.")’( 1 )!( ) )1(."’55)1
G )y Gy ) Goy), Gy i), Gy ), (e, ),
Goo)y ()G ), Gy ), (o), (s 20),
(551 )v( e ),( 5,"-),( S ),( g ),(55,55)}
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Zadanie 14. (Zrédlo: [3])

Badano dwie przepompownie. W pierwszej sg 4 pompy, a w drugiej 5. Wynikiem obserwacji

jest liczba aktualnie pracujacych pomp. Znajdz przestrzen zdarzen elementarnych.

Rozwigzanie: 2={(0,0), (0,2), (0,2), (0,3), (0.,4),
(1,0), (1.1), (1,2), (1,3), (1,4),
(2,0, (2,1), (2.2), (2,3), (2,4),
(3,0), (3.1). (3,2), (3.3), (3:4),
(4,0), (4.1), (4.2), (4.3), (4.4),
(5,0), (5.1). (5.2), (5.3), (5.4)}

KOMBINATORYKA

Zadanie 15. (Zrédlo: [7])

Dane sg zbiory: A={a,b}, B={x,y,z}. Ile réznych wyrazoéw dwuliterowych mozna otrzymac,
wybierajgc najpierw jedng liter¢ ze zbioru A, a nast¢pnie jedng litere ze zbioru B? Narysuj

drzewko do tego zadania i wypisz wszystkie mozliwe wyrazy.

Rozwigzanie:
Z twierdzenia o mnozeniu wynika, ze liczba dwuliterowych wyrazéw A

mozliwych do otrzymania w wyniku wyzej omowionego schematu jest a

b
rowna iloczynowi liczebnosci obu zbiorow k=A-B=2-3=6. Stowa: /l\ /l\

{ax, ay, az, bx, by, bz}. X yzXxyz

Zadanie 16. (Zrédio: [7])

Dane sg zbiory: A={a,b,c}, B={1,2,3}. Ile roznych napisow ztozonych z litery i cyfry mozna
otrzymac, wybierajac po jednym symbolu z kazdego zbioru? Narysuj drzewko do tego

zadania 1 wypisz wszystkie mozliwe napisy.

Rozwigzanie:

k=A.B=3-3=9. Napisy: {al, a2, a3, b1, b2, b3, c1, c2, c3}.

S~
o

AN /N N
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Zadanie 17. (Zrédlo: [7])
Ze zbioru A={1,2,3,4} losujemy kolejno bez zwracania dwie cyfry, w wyniku czego

otrzymujemy liczbg dwucyfrowa. Ile r6znych liczb mozemy w ten sposéb otrzymac? Narysuj

drzewko do tego zadania i wypisz wszystkie mozliwe liczby.

Rozwigzanie:

Pierwszy raz losujemy jedng z czterech liczb. Drugi raz

jedna z trzech wiec k =4-3=12. Mozliwe do otrzymania

liczby to: {12, 13,14, 21, 23, 24, 31, 32, 34, 41, 42, 43}. A /T\ /4“

234134124123

Zadanie 18. (Zrédlo: [7])

Ile r6znych wynikdw mozna otrzymac przy dwukrotnym rzucie moneta? Narysuj drzewko do

tego zadania 1 wypisz wszystkie mozliwe wyniki.

Rozwigzanie:
k=2-2=4.Mozliwe do uzyskania wyniki to:
(©9),(9,8),(9,9), (®,0)}

>

Zadanie 19. (Zrédio: [7])

Ile r6znych wynikdéw mozna otrzymac przy rzucie moneta i kostka?

Rozwigzanie: k=2-6=12.

Zadanie 20. (Zrédlo: [7])

Ze zbioru cyfr wybieramy kolejno dwie:

a. ze zwracaniem,
b. bez zwracania.

Ile mozemy w ten sposob otrzymac roznych liczb dwucyfrowych?

13



Rozwigzanie:

Zbidr cyfr okreslony jest nastgpujaco: {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}. W rzedzie dziesigtek nie
moze pojawic si¢ zero wigc mamy 9 cyfr do wyboru.

a. Jesli zwracamy uprzednio wylosowang cyfre to znaczy, ze moze si¢ ona pojawi¢ ponownie

(w rzedzie jednosci) wige k, =9-10=90.

b. Jesli cyfra wylosowana za pierwszym razem nie jest zwracana to losujac drugi raz mamy
do dyspozycji 9 cyfr, bo w rzedzie jednosci moze pojawic si¢ zero, zatem k, =9-9=_81.

Zadanie 21. (Zrédlo: [7])

Ile r6znych wyrazéw dwuliterowych
a. dowolnych
b. o r6znych literach

mozna utozy¢, zaktadajac, ze alfabet liczy dwadzie$cia cztery litery.

Rozwigzanie:
a. Jesli wyrazy sg dowolne to znaczy, ze litery moge si¢ powtarza¢ wigc dwukrotnie mamy do
dyspozycji 24 litery wige K, =24-24=576

b. Jesli litery nie moga si¢ powtarzaé, to za pierwszym razem sg do dyspozycji 24 litery, za
drugim 23 wigc Kk, =24-23=552

Zadanie 22.

W Polsce numer samochodu sktada si¢ z dwoch liter 1 pigciu cyfr. Przy zatozeniu, ze kazde
mozliwe do uzyskania dwuliterowe stowo 1 kazda liczba, w ktorej sktad wchodzi od 1 do 5
cyfr moga by¢ wykorzystane (00001, 00002, ...., 99999), okresl ile samochodow mozna

zarejestrowac.

Rozwigzanie:

Zaktadajac, ze alfabet ma 24 litery, ktore moga si¢ powtarzac, to liczba dwuliterowych stow,
ktore mozna utworzy¢ wynosi: K, =24-24=>576. Zbior cyfrto {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9}. W
zwigzku z tym, ze prawidlowym numerem jest rowniez 00001 itp., to mozna w ten sposob
uzyskac 10°-1 liczb. Dodatkowo do kazdego stowa mozna przyporzadkowacé kazda mozliwg
do otrzymania liczbg. Zatem ostatecznie liczba mozliwych do uzyskania w ten sposob

rejestracji jest rowna k =576-(10° —1) =57599424.

14



Zadanie 23. (Zrédlo: [71)
lle jest r6znych liczb czterocyfrowych?

Rozwigzanie:
Zbior cyfrto {0, 1,2, 3,4,5,6,7, 8, 9}. Pierwszg cyfrg nic moze by¢ 0, bo rezultatem bytaby
liczba trzycyfrowa wigc do wyboru jest 9 cyfr (1, ..., 9). Druga, trzecig i czwartg liczbe mozna

wybra¢ dowolnie ze zbioru cyfr wiec k =9-10-10-10=9000.

Zadanie 24. (Zrédlo: [7])

lle jest r6znych liczb czterocyfrowych

a. parzystych,
b. nieparzystych?

Rozwigzanie:

Pierwsza cyfra nie moze by¢ 0 wiec do wyboru jest 9 cyfr. Dwie kolejne cyfry moga by¢
dowolne wigc dwukrotnie dokonujemy wyboru z 10 cyfr.

a. Jesli liczba ma by¢ parzysta to musi konczy¢ si¢ parzysta cyfra {0, 2, 4, 6, 8} wigc do
dyspozycji jest 5 cyfr wiec k, =9-10-10-5=4500.

b. Liczby nieparzyste konczg si¢ jedna z pigciu cyfr ze zbioru {1, 3, 5, 7, 9} wigc wynik jest
identyczny jak w przyktadzie a.

Zadanie 25. (Zrédio: [7])

Ile jest roznych liczb czterocyfrowych, w ktorych w rzedzie jednosci 1 dziesiatek wystepuje ta

sama cyfra.

Rozwigzanie:
Dowolna liczba czterocyfrowa moze zosta¢ zapisana jako: abcd. Tak wigc cyfr¢ a mozna
wybra¢ na 9 sposobow, cyfre b oraz ¢ na 10. Natomiast ostatnig cyfr¢ d mozna wybrac tylko

w jeden sposob, taki aby byta ona identyczna z cyfrg ¢. kK =9-10-10-1=900.

Zadanie 26. (Zrédio: [7])

Ile jest roznych liczb czterocyfrowych, o niepowtarzajacych si¢ cyfrach?

15



Rozwigzanie:
Wybierajac pierwsza cyfr¢ mamy 9 mozliwosci (0 nie moze by¢ pierwsza cyfra). Wybierajac
kolejna, drugg cyfre mamy rowniez 9 mozliwosci — cyfry od 0 do 9 z pominigciem wczesniej

wybranej cyfry. Nastepnie mozna wybra¢ z 8 cyfri 7. k =9-9-8-7 =4536.

Zadanie 27. (Zrédlo: [7])

W urnie znajdujg si¢ cztery kule, trzy oznaczone numerem jeden i jedna oznaczona numerem
5. Z urny losujemy kolejno bez zwracania trzy kule, zapisujgc ich numery w kolejnosci

losowania. Ile r6znych liczb trzycyfrowych mozemy otrzymac?

Rozwigzanie:

Zadanie to najwygodniej jest rozwigza¢ przy pomocy A
drzewka. Z drzewka mozna odczyta¢, ze mozliwe do
. . 1 5(511
uzyskania sg 4 liczby. 11
1 5(151)

1(111)  5(115)

Zadanie 28. (Zrédlo: [7])

Ile istnieje funkcji odwzorowujacych zbior X={1,2,3} w zbior Y={a,b,c,d,e,f}?
Rozwigzanie:
Zadanie mozna traktowac jak trzykrotne losowanie ze zbioru Y wiec na podstawie twierdzenia

o mnozeniu: kK =6-6-6=6° =216.

Zadanie 29. (Zrédlo: [7])

Ile istnieje wariacji dwuwyrazowych z powtorzeniami zbioru:
a. jednoelementowego,
b. czteroelementowego,

c. n — elementowego.

Rozwigzanie:

a. Dwukrotnie losujemy jeden element ze zbioru jednoelementowego wigc k, =1-1=1.
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b. Dwukrotnie losujemy jeden element ze zbioru czteroelementowego wige k, =4-4=16.

c. Dwukrotnie losujemy jeden element ze zbioru n-elementowego wigec k. =n-n=n?.

Zadanie 30. (Zrédlo: [7])

Dziesi¢¢ kul ponumerowanych liczbami od 1 do 10 rozmieszczono w czterech szufladach

ponumerowanych od 1 do 4. Ile jest r6znych mozliwych rozmieszczen?

Rozwigzanie:
Zadanie mozna traktowa¢ jak dziesi¢ciokrotne losowanie z czteroelementowego zbioru:

bierzemy pierwsza kule i mamy do wyboru 4 szuflady, drugg kule i zné6w do wyboru mamy 4

szuflady, itd. Wiec wszystkich mozliwych rozmieszczen jest: k = 4.

Zadanie 31. (Zrédlo: [7])

Rzucamy

a. dwiema,

b. trzema,

C. czterema,

d. n monetami.

Ile istnieje wszystkich mozliwych wynikow rzutu?

Rozwigzanie:
a. k, =2.2=22=4,

b. k, =2-2-2=2°=8.
c. k,=2-2-2.2=2"=16.

d k,=2-..-2=2".

Zadanie 32. (Zrédlo: [7])

Pigciu studentow zdaje egzamin. Wiadomo, ze zaden student nie otrzyma oceny
niedostatecznej. Na ile sposobow mozna wystawi¢ im oceny (dostateczny, dobry, bardzo
dobry)?
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Rozwigzanie:

Zadanie mozna potraktowa¢ jak pigciokrotne losowanie ze zbioru trzyelementowego.

k=3-3-3.3-3=3°=243.

Zadanie 33. (Zrédlo: [7])

Z talii pie¢dziesieciu dwu kart losujemy jedna, zwracamy ja, karty tasujemy i losujemy druga.

Ile jest mozliwych wynikéw losowania?

Rozwigzanie: k =52-52 =2704.

Zadanie 34. (Zrédlo: [7])

W urnie znajduje si¢ sze$¢ kul ponumerowanych liczbami od 1 do 6. Losujemy kolejno cztery
kule, zwracajac je za kazdym razem po zapisaniu ich numeréw. Ile réznych liczb

czterocyfrowych mozemy w ten sposob otrzymac?

Rozwigzanie: K =6-6-6-6 = 6* =1296.

Zadanie 35. (Zrédlo: [7])

Ile istnieje wariacji bez powtorzen (permutacji) zbioru {a,b,c,d,e,f}
a. jednowyrazowych,

b. tréjwyrazowych,

c. pigciowyrazowych,

d. szeSciowyrazowych?

Rozwigzanie:
Aby wykonac¢ obliczenia konieczne jest uzycie wzoru na ilo§¢ permutacji k-elementowych z
n-elementowego zbioru.

|
Pkn _ n!
" (n—k)!

6! 6-5!
Pl,ﬁ - =
(6-1)! 5l
6! 6-5-4.3
Ps,e = =
(6-3)! 3

=120,
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| I
e.p, = 8 &_700,
£ (-5 1

I |
p. =% _%_g_700.
£ (6-6)! O

Zadanie 36. (Zrédlo: [7])

Ile istnieje funkcji réoznowarto§ciowych okreslonych na zbiorze X={1,2} o warto$ciach w

zbiorze Y={a,b,c,d}. Przedstaw je za pomocg grafow.

Rozwigzanie:

Jest to permutacja (wariacja bez powtorzen) 2 {a',\b’,\c, d} {a},\b, ;, d} {a},\b, c,d}
elementowa ze zbioru 4 elementowego poniewaz, (1.2 (1,23 (1.5
wartosciom {1, 2} mozna przyporzadkowal wartosci {a, b, ¢, d} {a, b, c,d} {a, b, c,d)}
{a,b,c,d}. Innymi stowy mozemy utworzy¢ P4 takich \T\ T f T /
{1.2} {1.2} {1.2}
funkcji réznowarto$ciowych. {a, b, c,d}{a,b,c, d}{a,b,c,d)
o M 432 V4 X S/
24 7420 a7 {1,2} {1,2} {1,2}
{a,b,c,d}{a, b, c,d}{a,b,c, d}
Po prawej stronie znajdujg si¢ grafy dla wszystkich \/
takich funkcji. a2y 2 42

Zadanie 37. (Zrédlo: [7])

W Kklasie liczacej trzydziestu siedmiu uczniow rozlosowano trzy bilety do trzech réznych

teatrow. Ile jest roznych mozliwych wynikéw losowania?

Rozwigzanie:

Pytanie mozna sformutowaé w sposéb bardziej przejrzysty: na ile sposobow mozna wybra¢
trzech z trzydziestu siedmiu ucznidow, zeby wreczy¢ im bilety do teatru. Wazng informacja
jest to, ze bilety roéznig si¢. Zakladajac, ze jeden uczen nie moze dosta¢ wigcej niz jednego

biletu to rozwigzaniem zadania jest okreslenie warto$ci P3 37.

37N 37-36-35-34!
I:)3,37 = =
(37-3)! 34!

=46620.

Gdyby natomiast zatozy¢, ze dopuszczalna jest sytuacja, w ktorej jeden z ucznidow moze
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otrzyma¢ dwa, lub nawet trzy bilety, to celem obliczenia wyniku konieczne byloby

skorzystanie z twierdzenia o mnozeniu.

k =37-37-37=50653.

Uwaga: Gdyby bilety byty takie same (nie byloby mozliwosci ich rozrdznienia) to odpowiedzia bylaby
kombinacja 3 elementowa ze zbioru 37 elementowego, czyli C;37. W zwiazku z tym, ze bilety sa rozne kolejnosé
losowania uczniéw ma znaczenie. Zeby to lepiej zobrazowaé zatdézmy sytuacje, w ktorej to nie bilety sa
losowane, ale kolejno samochod, komputer i czekolada.

Zadanie 38. (Zrédlo: [7])

Z miasta A do miasta B prowadzi pi¢¢ drog. lloma sposobami mozna odby¢ podroz A—B—A

pod warunkiem, Ze nie mozna wraca¢ tg samg droga?

Rozwigzanie:

Idac z miasta A do B mamy do wyboru pig¢ drog. Jesli wracajac nie mozemy iS¢ tg samg
droga, ktorg dostaliSmy si¢ do miasta B, do wyboru zostaja 4 drogi (korzystanie z twierdzenia
0 mnozeniu).

k=5-4=20.

Mozna tez spojrze¢ na to zadanie z innej strony: na ile sposobéw mozna wybra¢ dwie drogi z
pigciu, czyli jest to pytanie o permutacj¢ dwuelementowa ze zbioru pigcioelementowego.
Wynik oczywiscie musi by¢ identyczny.

5 5.4.3

P, = = =5.4=20.
ST (-2 3

Zadanie 39. (Zrédlo: [7])

W urnie jest sze$¢ kul ponumerowanych liczbami od 1 do 6. Losujemy kolejno 6 kul bez

zwracania. lle jest mozliwych wynikow takiego losowania?

Rozwigzanie:
Pe,a =6l=720.

Zadanie 40. (Zrédio: [7])

Ile réznych liczb pigciocyfrowych takich, aby zadna cyfra w liczbie si¢ nie powtarzala mozna

utworzy¢ z cyfr: 0, 1, 2, 3, 4?
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Rozwigzanie:

W zadaniu mozna wykorzysta¢ twierdzenie o mnozeniu lub okresli¢ wynik za pomoca
permutacji. Pierwsza cyfra nie moze by¢ 0 wigc wyboru mamy 4 cyfry. Nastepnie znéw do
wyboru mamy 4 cyfry, gdyz nie mozemy uzy¢ poprzednio wylosowanej, ale mamy do
dyspozycji cyfre zero. I dalej mamy do wyboru 3 cyfry, dwie i jedng. W ten sposob
otrzymujemy kK =4-4-3-2-1=96 mozliwych wynikow.

Wynik otrzymamy réwniez odejmujgc od liczby piecioelementowych permutacji
zbioru cyfr {0, 1, 2, 3, 4} liczbe czterocyfrowych permutacji zbioru {1, 2, 3, 4} (czyli liczb
czterocyfrowych).

k=P, —P,, =5-41=120-24=96.

Zadanie 41. (Zrédlo: [7])

Na przystanku do autobusu wsiada grupa pasazeréw sktadajaca si¢ z sze$ciu kobiet i czterech
mezezyzn. lle istnieje wszystkich mozliwych sposobdéw wejscia pasazeréw do autobusu,
jezeli pierwsze wsiadaja kobiety, wszyscy wsiadajg tylko tylnymi drzwiami i wsiadanie

odbywa si¢ pojedynczo?

Rozwigzanie:
Kobiety mogg wejs¢ do autobusu na k=P, =6!=720 sposobow. Gdy juz pozajmujg

miejsca dopiero wchodzg mezczyzni, ktorzy majg m = P, , = 4= 24 mozliwosci wejscia. Dla

kazdego sposobu w jaki kobiety wchodzily do autobusu przypadaja 24 mozliwosci ustawienia
mezcezyzn wige catkowita liczba sposobow, w jaki mozna zrealizowa¢ wejscie do autobusu to

k-m=720-24=17 280.

Zadanie 42. (Zrédlo: [7])

Ile istnieje podzbiorow:
a. dwuelementowych,
b. pigcioelementowych

zbioru siedmioelementowego.
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Rozwigzanie:
W zwiazku z tym, ze kolejno$¢ wylosowanych elementéw nie ma znaczenia (pytanie jest o
ilos¢ zbiorow, a nie sekwencji mozliwych do uzyskania) do rozwigzania tego zadania nalezy

uzy¢ kombinacji.

I .6-5l .
c, - T _768_76_,
TUa7-2 a8 2

N 765 76

Cs, = = - 21.
’ 5.(7 —5)! 512! 2

Zadanie 43. (Zrédlo: [7])

Oblicz liczbg podzbiorow zbioru:
a. pustego

b. jednoelementowego

c. pigcioelementowego

d. n - elementowego

Rozwigzanie:

Liczba wszystkich mozliwych podzbioréw danego zbioru o n elementach réwna jest 2",
a. 2°=1,

b. 2'=2,

c. 2°=32. Mozna latwo sprawdzi¢, ze liczba ta rdwna sie sumie kombinacji k-elementowych
(k=0, 1, ..., n) ze zbioru n-elementowego:

n 5
ch,n = chﬁ =Cys5+Cis+Cys +Cys+C s +Cys =32.
k=0

k=0

d. 2".

Zadanie 44. (Zrédio: [7])

Na ile sposobéw mozna rozdzieli¢ cztery jednoosobowe zaproszenia na bal miedzy pigc

0s6b?

Rozwiqgzanie:
W zwigzku z tym, Zze zaproszenia sg identyczne, kolejno$¢ losowania nie ma znaczenia wiec

jest to kombinacja czteroelementowa ze zbioru pigcioelementowego.
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5| 5. 41
C415 = = =
M(G-4) 41

Zadanie 45. (Zrédlo: [7])

Z okazji zjazdu kolezenskiego spotyka si¢ dwunastu przyjaciot. Ile nastapi powitan?
Rozwigzanie:
Zaktadajac, ze osobiscie bedg si¢ wita¢ po dwie osoby, rozwigzaniem zadania bedzie

kombinacja dwuelementowa ze zbioru dwunastoelementowego.

I . 10!
c, - 2 _1au10_
27 2-2) 2110

Zadanie 46. (Zrédlo: [7])

Ile prostych jest wyznaczonych przez osiem punktoéw, z ktorych zadne trzy nie naleza do

jednej prostej?

Rozwigzanie:
Prosta na ptaszczyznie definiujg dwa punkty wiec jesli zadne trzy punkty nie naleza do jedne;j
prostej, to znaczy, ze kazda para punktow definiuje jedng prosta. Prosta nie ma zwrotu wiec
liczba prostych, ktére mozna poprowadzi¢ przez 8 punktéw jest kombinacja dwuelementowa
Z o$miu.

I .7-6
Cos = 2!-(88-— A 8216!6- =2

- -
Uwaga: Gdyby$my pytali o liczbe wektorow (wektor AB # BA), ktére mozna utworzy¢ na podstawie 8
punktow to odpowiedzig bytaby permutacja dwuelementowa ze zbioru o§mioelementowego P .

Zadanie 47. (Zrédio: [7])

Ile ptaszczyzn wyznacza pie¢ punktdw, z ktoérych Zadne cztery nie naleza do jednej

ptaszczyzny?

Rozwigzanie:

Plaszczyzne w przestrzeni jednoznacznie definiuja 3 punkty.
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| .4.3l
c.-_ % _543
ST 3GB-3)! 32

Zadanie 48. (Zrédlo: [7])

Oblicz liczbe przekatnych n-kata wypuktego.

Rozwigzanie:

Pytanie mozna sformutowac inaczej: na ile sposobdw mozna potagczy¢ dwa z n punktow z

pominigciem bokéw (czyli odcinkow nie bedacych przekgtnymi): C, —n.

Zadanie 49. (Zrédlo: [7])

Na ile sposobéw mozna wybraé bez zwracania trzynascie kart z talii piecdziesigciu dwoch

kart?

Rozwigzanie:
52! _52-51-...-40-39

Cis = = =635013559600.
’ 13-(52-13)! 13391

Uwaga: Gdyby interesowato nas ile sekwencji kart mozna otrzymaé losujac bez zwracania trzynascie kart z
pigédziesigciu  dwoch to rozwigzaniem bylaby liczba permutacji trzynastoelementowych ze zbioru
pigédziesigciodwuelementowego: Py3s;.

Zadanie 50. (Zrédio: [7])

W pudetku znajduje si¢ pigtnascie zardéwek, w tym trzy przepalone. Losujemy bez zwracania

pig¢ zarowek. Ile istnieje sposobow wylosowania samych dobrych Zzarowek?

Rozwigzanie:
Informacja o tym, ze trzy zaréwki sag wadliwe nie ma wpltywu na liczbe mozliwych sposobdéw

wylosowania pigciu z dwunastu dobrych zaréwek.

|
Cepp = _ 12 g9
2 7 BL(12-5)!
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Zadanie 51. (Zrédlo: [7])

W pudetku znajduje si¢ dwadziescia $rub, w tym trzy wadliwe. Losujemy bez zwracania pig¢

srub. Ile istnieje sposobdw wylosowania jednej sruby wadliwej?

Rozwigzanie:
Pytanie mozna sformutowac inaczej: Na ile sposobéw mozna wylosowac cztery sruby dobre i
jedna wadliwa? Zatem, aby otrzymac cztery $ruby dobre musimy obliczy¢ liczbe kombinacji

czteroelementowych zbioru siedemnastoelementowego:

|
o T a0,
A7 - 4)!

Liczbe sposobow otrzymania §ruby wadliwej okresla kombinacja jednoelementowa ze zbioru
trzyelementowego:

3!
Cis= =3
o 1@E-D!

W zwigzku z tym, ze na kazda kombinacje Srub dobrych przypadaja trzy mozliwosci
wylosowania $ruby ztej to liczba sposobow, na ktore mozna otrzymaé cztery sruby dobre i
jedna wadliwg jest iloczynem wyzej przytoczonych kombinacji:

K =C,, -C,s = 2380-3=7140.

Zadanie 52. (Zrédio: [7])

W przedziale wagonu kolejowego ustawione sg na przeciw siebie dwie tawki majace po
cztery ponumerowane miejsca od 1 do 4. Wszystkie miejsca w przedziale zostaty zajete. Na
ile r6znych sposobow moga usia$¢ pasazerowie, jesli wiadomo, ze moga zmieni¢ miejsca

tylko na tawce, na ktorej siedza, nie moga jednak zmienia¢ tawek?

Rozwigzanie:
Na jednej tawce pasazerowie maja 4! mozliwosci. Dla kazdej permutacji na jednej tawce
odpowiada 4! permutacji na drugiej fawce wigc jest
k =4.41=576
mozliwosci.
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Zadanie 53. (Zrédlo: [7])

Cztery kule biale, cztery czarne i cztery zielone numerujemy i uktadamy obok siebie w

szereg, tak aby kazde trzy nastgpujace po sobie kule byly ré6znego koloru (np. biata, zielona,
czarna). Na ile sposobow mozemy to zrobic, jezeli kolejnos¢ barw jest ustalona (tzn. zawsze

taka sama)?

Rozwigzanie:

Mamy nastepujacy zbior kul do wyboru: @ @ @ @

Przyktadowe uktady mozliwe do uzyskania przedstawione sg na rysunku ponizej:

10000 00 00
190 90 00 00

Zadanie to mozna rozwigzaé stosujac twierdzenie o mnozeniu: Wybieramy jedng z czterech
kul. Nastgpnie znéw do wyboru mamy jedng z czterech kul innego koloru i ponownie. W ten
sposob otrzymaliSmy pierwsza trojke. Nastepnie mamy do wyboru jedng z trzech kul (o tym
samym kolorze, co kula pierwsza w poprzedniej sekwencji), kolejna jest jedna z trzech kul o

tym samym kolorze, co druga kula w pierwszej trojce itd.:
k=4-3-2.1-4-3-2-1-4-3-2-1=13824.

Zadanie 54. (Zrédlo: [7])

Ile r6znych liczb pigciocyfrowych mozna utworzy¢ z liczby 11112 przestawiajac jej cyfry?

Rozwigzanie:

W zwigzku z tym, ze wszystkie cyfry oprocz 2 s3a takie same, 11112
rozwigzaniem jest liczba miejsc, w ktorych mozna ulokowaé cyfre 2. ﬂ;ﬂ
Miejsc takich jest 5. 12111

21111
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Zadanie 55.
Ile jest réoznych wyrazéw (majacych sens lub nie), ktére mozna utworzy¢ ze stowa

,»statystyka”, przy zatozeniu, ze wszystkie litery zostang wykorzystane?

Rozwigzanie:

Stowo ,,statystyka” utworzone jest z nastgpujacego zbioru liter:{,,a”, ,K”, .57, ,.t”, ,.¥'}
Litery ,,a”, ,,s”, ,,y” wystepuja w nim dwa razy, ,,t” trzy razy, natomiast litera ,,k” tylko jeden
raz. Stow ,,statystyka” sktada si¢ zatem z 10 liter. Jesli wynikowe stowa majg mie¢ tyle samo
liter, trzeba uwzgledni¢ fakt powtarzania si¢ liter. Skoro litera ,,a” wystepuje w tym stowie 2
razy to sposoboéw na jakie mozemy wybracd litere ,,a” do dziesigcioliterowego stowa jest C; 1.
Skoro 2 litery juz wybrali$my to pozostaje do uzupehienia 8 miejsc. Litera ,,k” wystepuje raz
wiec liczba sposobow na jakie mozna ja wybra¢ do pozostatych siedmiu miejsc jest
kombinacja jednoelementowa z o$mioelementowego zbioru: C;g itd. Na kazda liczbe
sposobow w jaki mozna wybra¢ dang litere przypada liczba sposobdéw na jakie mozna wybraé
pozostate litery wiec w celu znalezienia rozwigzania trzeba wykorzysta¢ twierdzenie o
mnozeniu:

N=C,,,-C,-C,,-Cys-C,, =75600
a k s t y

Uwaga 1: Oczywiscie kolejno§¢ w jakiej rozwazamy litery nie ma znaczenia - Wynik bedzie ten sam.

Uwaga 2: Nie mozna w tym przykladzie wykorzysta¢ permutacji, poniewaz litery moga si¢ powtarzaé, a
permutacja okresla wszystkie mozliwe sekwencje danego zbioru. W takim wypadku te same slowa zostatyby
zliczone wielokrotnie. Gdyby stowo sktadato si¢ z réznych liter, wowczas liczba wszystkich mozliwych do
utworzenia z jego liter stow bytaby rowna k! gdzie k oznacza liczbe liter w stowie.

Zadanie 56. (Zrédlo: [7])

Ile jest liczb trzycyfrowych o réznych cyfrach wigkszych od 352?

Rozwigzanie:
Okreslmy ilos¢ liczb wigkszych od 352: wszystkie liczby o réznych cyfrach, w ktérych w

rzedzie setek jest liczba wigksza od 3, liczb takich jest n, =6-9-8 =432. Wszystkie liczby,

w ktorych w rzedzie setek jest 3, a w rzedzie dziesigtek sg liczby wieksze od 5, liczb takich
jest n, =1-4.8=232. Takze wszystkie liczby, w ktorych w rzgdzie setek jest 3, w rzedzie

dziesiatek 5, a w rzedzie jednosci liczba wigksza od 2, czyli Ny =1-1-5=05. Ostatecznie:

n=432+32+5=469.
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RACHUNEK PRAWDOPODOBIENSTWA
Zadanie 57.
Eksperyment polega na rzucie kostkg sze$cienng. Jakie jest prawdopodobienstwo otrzymania

$ciany z sze$cioma oczkami (::)?

Rozwigzanie:

P(;;):%

Zadanie 58. (Zrédlo: [4])

Rzucamy dwie kostki do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie parzysta ilos¢

oczek na obu kostkach i co najmniej na jednej z nich pojawi si¢ §ciana z szescioma oczkami.

Rozwigzanie:

Wszystkich  mozliwych zdarzen jest 66=36. Aby mozliwe bylo okreslenie
prawdopodobienstwa zajscia wyzej wymienionego zdarzenia konieczne jest okreslenie liczby
zdarzen sprzyjajacych. W tym przypadku wygodnie jest je wypisac: (6,2), (6,4), (6,6), (2,6),
(4,6). Jak wida¢ zdarzen takich jest pie¢ wigc prawdopodobienstwo tego, ze wypadnie
parzysta suma oczek na obu kostkach i co najmniej na jednej z nich pojawi si¢ $ciana z

szescioma oczkami wynosi

Zadanie 59. (Zrédlo: [4])

Przy przewozeniu skrzyni zawierajacej dwadziescia jeden detali standardowych 1 dziesig¢
niestandardowych zgubiono jeden z nich, nie wiadomo ktorego typu. Po przywiezieniu
tadunku wylosowano jeden detal — standardowy. Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze zgubiono
detal:

a. standardowy

b. niestandardowy.

Rozwigzanie:
Detal, ktory zostat wyciagnigty nie mogt zosta¢ zgubiony wigc zgubiony mogt zosta¢ jeden z
pozostatych  trzydziestu detali (w tym dwudziestu standardowych 1 dziesigciu

niestandardowych).
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a. Prawdopodobienstwo tego, ze zgubiono detal standardowy rowne jest

p-20_2
30 3
b. Prawdopodobienstwo tego, ze zgubiono detal niestandardowy réwne jest
p-10_1
30 3

Zadanie 60. (Zrédlo: [4])

Dana jest dwucyfrowa liczba, ktérej cyfry sa rézne. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze
wylosowana liczba dwucyfrowa

a. dowolna,

b. o r6znych cyfrach

okaze si¢ jej rowna.

Rozwigzanie:

a. Wszystkich liczb dwucyfrowych, ktore mozna otrzyma¢ jest 9-10, co stanowi liczbe
zdarzen w przestrzeni elementarnej. Prawdopodobienstwo, ze dowolnie wylosowana liczba
dwucyfrowa bedzie rdwna z gory ustalonej liczbie wynosi

S
a. Skoro cyfry nie mogg si¢ powtarza¢ to znaczy, ze mozna otrzyma¢ 9-9 takich liczb, a
prawdopodobienstwo, ze losowo wybrana liczba bedzie rowna z gory ustalonej liczbie réwne
jest
1

Pb == —

1
9-9 81

Zadanie 61. (Zrédlo: [4])

Rzucono dwie kostki do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze suma wyrzuconych oczek

na obu kostkach bedzie réwna siedem.

Rozwigzanie:

Liczba wszystkich zdarzen elementarnych wynosi trzydziesci szes¢. W celu rozwigzania
zadania najwygodniej bedzie wypisa¢ zdarzenia sprzyjajace: (1,6), (2,5), (3,4), (4,3), (5,2),

(6,1). Zdarzen takich jest szes¢ wiec prawdopodobienstwo wyniesie
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Zadanie 62. (Zrédlo: [4])

Rzucamy dwie sze$cienne kostki do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo nast¢pujacych

zdarzen:
a. suma wyrzuconych oczek rowna si¢ 0siem, a roznica cztery,

b. suma wyrzuconych oczek rowna si¢ 0siem, jesli wiadomo, ze ich r6znica jest rOwna cztery.

Rozwigzanie:
Liczebno$¢ zbioru zdarzen elementarnych wynosi trzydziesci szes¢.
a. W celu rozwigzania wypiszmy wszystkie zdarzenia sprzyjajace: (2,6), (6,2).

o2 1
36 18

b. Wypiszmy wszystkie zdarzenia, o ktorych wiadomo, ze réznica liczby oczek wynosi
cztery: (1,5), (2,6), (6,2), (5,1). Skoro wiadomo, Ze réznica w liczbie oczek wynosi cztery, to
wypisane wyzej zdarzenia elementarne nalezy uwazaé za przestrzen zdarzen elementarnych, a

zdarzenia sprzyjajace to (2,6), (6,2) wiec

Zadanie 63. (Zrédlo: [4])

W pudetku jest sze$¢ jednakowych ponumerowanych sze$cianéw. Kolejno wyciggano w
sposob losowy wszystkie sze$ciany z pudetka. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze numery

wyciagnietych szescianéw pojawiaty si¢ w rosngcym porzadku.

Rozwigzanie:

Utozenie sze$cianow w porzadku rosngcym jest jedng z mozliwych sekwencji. W celu
okreslenia prawdopodobienstwa, ze doktadnie taka sekwencja wystgpi konieczne jest
obliczenie liczby mozliwych do otrzymania sekwencji. Jest ich 6!

_1_ 1
6! 720
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Zadanie 64. (Zrédlo: [4])

Rzucamy dwa razy moneta. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze pojawi si¢ co najmniej raz

awers.

Rozwigzanie:
Przestrzen zdarzen elementarnych liczy cztery elementy. Mozliwe do uzyskania wyniki to:

{(©,9), (©,®), (®,©), (® ®)}. Jak mozna zauwazy¢, sa trzy zdarzenia sprzyjajace wiec

p=3.
4
Zadanie 65. (Zrédlo: [4])
W paczce jest dwadziescia kart oznaczonych numerami 101, 102, ..., 120 i dowolnie

utozonych. Pracownica losowo wycigga dwie karty. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze

wyciagnigte karty bedg mialty numery 101 i 120.

Rozwigzanie:

Aby okresli¢ przestrzen zdarzen elementarnych nalezy okresli¢ na ile sposobéw mozna
wylosowaé dwie karty z dwudziestu w taki sposob, ze kolejnos¢ wylosowanych elementow
nie ma znaczenia. Jest to kombinacja dwuelementowa z dwudziestoelementowego zbioru.
Natomiast to, ze zostang wylosowane karty o numerach 101 i 120 jest jedna z mozliwych

kombinacji.

C,n 190
Zadanie to mozna rozwigza¢ stosujac jeszcze inne podejscia. Jesli uwzglednimy kolejnosé
losowania to wowczas istnieja dwa zdarzenia sprzyjajace: (101, 120) oraz (120, 101), a
przestrzen zdarzen elementarnych sktada si¢ z N =20-19 =380 elementéw (lub inaczej:
jest dwuelementowg permutacjg ze zbioru dwudziestoelementowego P, 20). Obliczone

prawdopodobienstwo jest oczywiscie identyczne.

Zadanie 66. (Zrédlo: [4])

W skrzyni jest dziesie¢ detali, oznaczonych numerami 1, 2, ..., 10. Losowo wyciggamy szes¢

detali. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wsrod wyciagnietych detali beda znajdowac sig
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a. detal nr 1,
b.detalenr1i 2.

Rozwigzanie:

Przestrzen zdarzen elementarnych zawiera Cg,, elementéw — jest to liczba sposobow na jakie

mozna wybra¢ sze$¢ elementow z dziesi¢ciu (przy zatozeniu, ze ich kolejno$¢ nie ma
znaczenia, co jest zgodne z trescig zadania).

a. Sposrdod wyciagnigtych detali, jeden jest okreSlony, a pig¢ moze zosta¢ wybranych
dowolnie z dziewigciu, czyli jest to 1-C;, . Prawdopodobienstwo zatem jest rowne:

~1.Cy 126 3

P =222,
Cory 210 5

Zadanie to mozna roéwniez rozwigza¢ stosujac np. twierdzenie o mnozeniu. Sposobow w jaki
mozemy wybra¢ sze$¢ z dziesieciu detali jest n = 1098765 = 151 200. Zeby okresli¢ liczbe
zdarzen sprzyjajacych trzeba uwzgledni¢ wszystkie mozliwe pozycje, na ktorych interesujacy
nas element zostal wylosowany:

k=1.9.8-7-6-5+9-1.8.7-6-5+...49-8-7-6-5-1=6-(9-8-7-6-5) =90 720.
%/—/

jako pierwszy jako drugi jako  sz6sty

Obliczajac iloraz k/n otrzymujemy prawdopodobienstwo P=3/5.

p:ﬂ_l

Co0 3

Uwaga: Oczywiscie wynik mozna réwniez otrzymac stosujac twierdzenie o mnozeniu, czy tez obliczajac
permutacje, ale wowczas nalezy pamigta¢ o uwzglednieniu kolejnosci losowanych elementéw zaro6wno przy

okreslaniu liczebnosci przestrzeni zdarzen elementarnych, jak i liczby zdarzen sprzyjajacych.

Zadanie 67. (Zrédlo: [4])

Urzadzenie sktada si¢ z pigciu elementéw, z ktorych dwa sa zuzyte. Przy wlaczaniu
urzadzenia w sposob przypadkowy wiaczaja si¢ dwa elementy. Znalez¢ prawdopodobienstwo

tego, ze wlacza si¢ elementy sprawne.

Rozwiqgzanie:
Jesli nie ma dla nas znaczenia kolejno$¢ w jakiej dwa losowo wybrane elementy si¢ wlaczg to

przestrzen zdarzen elementarnych ma C;s elementéw (na ile sposobéw mozna wybra¢ dwa
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elementy ze zbioru pigcioelementowego). Liczba zdarzen sprzyjajacych jest rowna liczbie
sposobow na jakie mozna wybra¢ dwa z trzech elementow, czyli C, 3.

p— Cz,s _ i
C,s 10

Zadanie 68. (Zrédlo: [4])

W skrzyni znajduje si¢ pi¢tnascie detali, w tym dziesie¢ pomalowanych. Monter losowo
wyciagnal trzy detale. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wyciagniete detale sa

pomalowane.

Rozwigzanie:

P— Cio 24 .
C,s 91

Zadanie 69. (Zrédlo: [4])

W skrzyni znajduje si¢ sto detali, w tym dziesi¢¢ jest wybrakowanych. losowo wyciagnieto
cztery detale. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wsrdd wyciagnigtych detali:

a. nie ma wybrakowanych

b. nie ma dobrych,

c. dwa detale s3 wybrakowane

Rozwigzanie:

C
a. p=_2% _ 15486 0,651,
Ciio 23765
C
b. p=_—410 _ 2 0,0000535,

Coipo 37345

C2,10 'Cz,go _ 2403

C. P = =
Cio 52283

~ 0,04509.
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Zadanie 70. (Zrédlo: [4])

Do celu oddano dwadziescia strzalow, z czego zarejestrowano osiemnascie trafnych. Znalez¢é

czestos¢ wzgledng (prawdopodobienstwo empiryczne) trafienia w cel.

Rozwigzanie:

Rozwigzaniem jest po prostu stosunek (proporcja) liczby trafien do liczby wszystkich

strzatéw. Korzysta si¢ tu z tzw. czestosciowej (statystycznej) definicji prawdopodobienstwa).
18

P=—"=
20

09.

Zadanie 71. (Zrédlo: [4])

Odcinek L o dlugoéci dwudziestu centymetrow zawiera mniejszy odcinek | o dtugosci
dziesigciu centymetréw. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze losowo wybrany punkt na
wiekszym odcinku trafi takze i w mniejszy odcinek. (Zaktadamy, ze prawdopodobienstwo
trafienia punktu w odcinek jest proporcjonalne do dlugosci odcinka i nie zalezy od jego

polozenia).

Rozwigzanie:
Zgodnie z geometryczng interpretacja prawdopodobienstwa jest to stosunek dhugosci

odcinkow:
I
L

Zadanie 72. (Zrédlo: [4])

Na odcinku OA o dtugosci L losowo wybrano punkt B. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze

mniejszy z odcinkéw OB i BA bedzie miat dtugos¢ wigksza niz 1/3 L.

Rozwigzanie:
Jesli mniejszy z dwoch powstatych odcinkow L/3 L3 L/3

ma by¢ wiekszy od 1/3 L to punkt B musi | | I

I I I

o B A

znalez¢ sie¢ w srodkowej czesci odcinka L.
Zatem prawdopodobienstwo wyniesie:

p_Lt/3_1
L 3
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Zadanie 73. (Zrédlo: [4])

W koto o promieniu R wpisano mniejsze koto o promieniu r. Znalez¢ prawdopodobienstwo

tego, ze losowo ,,rzucony” punkt w wieksze koto, trafi takze w mate koto.

Rozwigzanie:
Zaktadajac, ze prawdopodobienstwo trafienia w dowolny punkt wigkszego kota jest takie
samo dla kazdego punktu, to prawdopodobienstwo trafienia w mate kolo jest rowne

stosunkowi pol tych kot:

Zadanie 74. (Zrédlo: [4])

Ptaszczyzne poliniowano prostymi rownolegltymi, migdzy ktoérymi odlegto$¢ wynosi 2a. Na
plaszczyzng t¢ losowo rzucono monet¢ o promieniu r < a. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego,

Ze moneta nie upadnie na zadng z tych prostych.

Rozwigzanie:

Jesli moneta nie ma przecina¢ linii to znaczy, ze musi upas¢ . @) Izr %G

miedzy liniami. Zeby tak si¢ stato to §rodek monety musi upas¢ w 5
a

miejscu znajdujagcym si¢ w gore, lub w dot od wartosci a miedzy

liniami, nie dalej niz na odcinku a-r, czyli w gorg, lub w dot (dla-

tego mnozenie przez dwa) od a 0 a-r. W zwiazku z tym prawdopodobienstwo bedzie rowne:

_2-(a-r) _a-r
2-a a

P

Zadanie 75. (Zrédlo: [4])

Na ptaszczyzn¢ naniesiono siatke kwadratowa o boku a. Na ptaszczyzng t¢ losowo rzucono
monete o promieniu I < a/2. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze moneta nie upadnie ani na

jeden bok kwadratu.
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Rozwigzanie:

Z tres$ci zadania wynika, ze zar6wno w kierunku pionowym jak i a
N—
poziomym $rodek monety musi znalez¢ si¢ w takim miejscu, zeby al , F ,
]
v,

jej krawedz nie dotkneta linii. Tzn. musi znalez¢ si¢ w kwadracie,

ktorego srodek jest w punkcie (a/2, a/2). Zatem prawdopodobien-
stwo tego, ze tak si¢ stanie jest rowne stosunkowi pol czerwonego kwadratu i kwadratu
powstalego z narysowanych linii. W celu okreSlenia pola czerwonego kwadratu konieczne

jest znalezienie dlugosci jego boku. Dhugo$¢ boku tego kwadratu rowna a/2-r.

_(2-@@/2-rn)* _(a-2-r)? .

a a’

P

WEASNOSCI PRAWDOPODOBIENSTWA

Zadanie 76. (Zrédlo: [4])

W bibliotece na pétce ustawiono w losowym porzadku pigtnascie podrecznikdw, przy czym
pi¢¢ z nich bylo w oprawie. Bibliotekarz wyciagnal na chybit trafit trzy podreczniki. Znalez¢

prawdopodobienstwo tego, ze co najmniej jeden z nich jest w oprawie.

Rozwigzanie:

Zdarzenie ,,co najmniej jeden z wyciagnietych trzech podrecznikow jest w oprawie”
bedzie miato miejsce, jesli zajdzie dowolne z nastepujacych zdarzen wykluczajacych sig: B —
jeden podrgcznik jest w oprawie, dwa bez; C — dwa podreczniki sg w oprawie, jeden bez; D —
trzy podreczniki sg w oprawie. Wigc interesujace nas zdarzenie mozna zapisac jako:

A=BUCUD.
Na podstawie twierdzenia o dodawaniu prawdopodobienstw mozna zapisac:

P(A)=P(B)+ P(C)+ P(D),

gdzie:
P(B) _ C1,5 'C2,10 :E,
Cius 91
P(C) _ Cz,s 'Cl,lo _ @,
Cius 91
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C
P(D) = C3'5 :93.
3,15 1

Zatem wynik to:

P(A) :£+@+£:g.
91 91 91 91
Zadanie to mozna rozwigza¢ korzystajac w wlasnosci P(z\) + P(A) =1. Jest to sposob

wygodniejszy, poniewaz konieczne jest jedynie obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia

»zaden z podrecznikow nie mial oprawy”, czyli:

- C
P(A) — 3,10 — ﬁ ’
C,s 91
a prawdopodobienstwo zdarzenia A Wynosi:
P(A)=1- 24 = o7 .
91 91

Zadanie 77. (Zrédlo: [4])

W skrzyni znajduje si¢ dziesie¢ detali, z ktorych cztery sa pomalowane. Monter losowo
wyciagnat trzy detale. Znalez¢ prawdopodobiefistwo tego, Zze co najmniej jeden z

wyciagnigtych detali jest pomalowany.

Rozwigzanie:
Zdarzenie wystapi jesli w wylosowanych trzech detalach bedzie jeden, dwa, lub trzy ktore
zostaly pomalowane. Czyli zdarzenie, ktdrego prawdopodobienstwo wystapienia szukamy,
jest zdarzeniem ztozonym. Oznaczmy: A — w wylosowanych jest jeden detal pomalowany,
B — dwa detale pomalowane, C — trzy detale pomalowane. Zatem zdarzenie, ktorego
prawdopodobienstwa szukamy mozna oznaczy¢ jako:

D=AUBUC.

Obliczmy prawdopodobienstwa zdarzen sktadowych:
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_ C1,4 ’Cz,e 1

P(A) ==
3,10 2
P(B) _ C2,4 'C1,6 :i
Csao 10
C
P(C)=—22 _1
C, 30
Wiec:
P(D):1+i+i:§.
2 10 30 6

Zadanie to mozna rozwigzac, obliczajac prawdopodobienstwo zdarzenia przeciwnego i
korzystajac z wlasnosci P(D)+P(D)=1, gdzie Djest zdarzeniem okre§lonym jako ,,w

wylosowanych trzech elementach nie ma zadnego pomalowanego”, czyli:
C3,6 1

P(D) = —
C3,10 6

a prawdopodobienstwo zdarzenia D jest réwne:

P(D)=1-

|~
o | o1

Zadanie 78. (Zrédio: [4])

Udowodni¢, ze jesli zdarzenie A pocigga za sobg zdarzenie B, to P(B) > P(A).

Rozwigzanie:

Mowimy, ze zdarzenie A pocigga za sobag zdarzenie B, jesli si¢ w nim zawiera tzn.
AcCB. Czyli jesli zaszto zdarzenie A, to musiato rowniez zaj$¢ zdarzenie B.

Przedstawmy zdarzenie B w nastepujacej postaci: B=AU(AMB). Sytuacje taka

przedstawiajg ponizsze diagramy Venna.
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;"/ A4
t,\\ //,/I
B A'NB

P(B)=P(AU(ANB))
P(B) =P(A)+ P(AnB)
W zwigzku z tym, ze P(AmB) >0 to P(B) > P(A).

Zadanie 79. (Zrédlo: [4])

Prawdopodobienstwa zajscia kazdego z dwoch zdarzen niezaleznych A; i A; sa odpowiednio

réwne P; 1 p2. Znalez¢ prawdopodobienstwo zajscia tylko jednego z tych zdarzen.

Rozwigzanie:
Szukamy prawdopodobienstwa tego ze zajdzie zdarzenie A; I nie zajdzie zdarzenie A, lub nie

zajdzie zdarzenie A; i zajdzie zdarzenie A;. Wyrazmy to przy pomocy rachunku zbiorow:

p=P(ANA)U(ANA)).
Na podstawie wlasnosci prawdopodobienstwa nalezy przeksztatci¢ powyzsze wyrazenie tak,
aby mozliwe byto wykorzystanie informacji, ze P(A1)=p1 i P(A2)=pa.
P=P(ANA)U(ANA))=P(ANA)+P(A'NA)-P(ANA)N(ANA))
Z wilasnoéci  rachunku  zbioréow  wynika, ze (A NA)N(A'NA)=0 wiec
P(AANA)YN(A'MA))=0. Jesli zdarzenia A; i A, sa niezalezne, to znaczy, ze
P(A,nA,)=P(A)-P(A,). Analogiczne zaleznosci sg spelnione dla zdarzen przeciwnych
wiec:
p=P(A)-P(A)+P(A")-P(A)
Wiadomo, ze dla dowolnego zdarzenia zachodzi P(z\) +P(A) =1 wigc:

p= pl'(l_ p2)+(1_ pl)' P, :(pl_pl' p2)+(p2_p1' pz): P, + p2_2' PP,

Zadanie 80. (Zroédlo: [4])
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Do sygnalizacji awaryjnej uzyto dwodch sygnalizatorow pracujacych niezaleznie.
Prawdopodobienstwo wlaczenia si¢ przy awarii pierwszego sygnalizatora jest rowne p;=0,95,
a drugiego p,=0,9. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze przy awarii wlaczy si¢ tylko jeden

sygnalizator.

Rozwigzanie:

Interesujace nas zdarzenie mozna opisa¢ nastepujaco: w trakcie awarii zadziata sygnalizator
pierwszy 1 nie zadziata sygnalizator drugi lub nie zadziala sygnalizator pierwszy i zadziata

sygnalizator drugi. Oznaczajac A; — zadziata sygnalizator pierwszy, A, — zadziata sygnalizator

drugi, szukane zdarzenie mozna zapisa¢ jako: (A NA,")U(A'NA,), zauwazajac, ze

(A NA)YN(A'NA,) =0 prawdopodobienistwo wyniesie:
P(ANA"YUANA))=p,-L-p,)+2-p) - p,=095-01+0,05-09=014.

Zadanie 81. (Zrédlo: [4])

Prawdopodobienstwo jednokrotnego trafienia w cel przy jednej salwie z dwoch dziat jest
réwne 0,38. Znalez¢ prawdopodobienstwo trafienia w cel przy jednym wystrzale z
pierwszego dziata, jesli wiadomo, ze dla drugiego dziata prawdopodobienstwo to jest rowne

0,8.

Rozwigzanie:

Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze nastapi trafienie z dziata pierwszego
(a drugie dziato chybi) lub ze pierwsze dziato chybi a drugie trafi wynosi 0,38. Zapisujac A; —
pocisk wystrzelony z dziata pierwszego trafi w cel, A, — pocisk wystrzelony z dziata drugiego

trafi w cel oraz P(A,)=0,8 otrzymuje sig:
P(ANA)U(ANA))=P(A)-1-P(A))+(1-P(A))-P(A)
P(ALN A ) U (A'NA)) =P(A)-(1-P(A)) + P(A) - P(A) - P(A,)
P(ANA)U(A'NA))-P(A) =P(A)-1-2-P(A))

P(ANA)V(ANA))-P(A) _038-08 _ .,
1-2-P(A)) 1-2.08

P(A) =

Zadanie 82. (Zrédlo: [4])

Oddziat kontroli technicznej sprawdzat wyroby. Prawdopodobienstwo tego, ze wyrob jest
standardowy wynosi 0,8. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze z dwoch sprawdzonych
wyrobow tylko jeden jest standardowy.
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Rozwiqzanie:
P=08-0,2+0,2-08=0,32.

Zadanie 83. (Zrédlo: [4])

Prawdopodobienstwo tego, ze przy jednym pomiarze pewnej wielkosci fizycznej zostanie
popetiony blad przekraczajacy dang dokladno$é¢, jest rowne 0,4. Przeprowadzono trzy
niezalezne pomiary. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze tylko w jednym pomiarze

popetniono btad przekraczajacy okreslong doktadnosc.

Rozwigzanie:
Szukamy prawdopodobienstwa tego, ze tylko jeden pomiar bedzie niedoktadny. Pomiaru
dokonujemy trzykrotnie wiec pierwszy, drugi lub trzeci pomiar moze by¢ niedoktadny,
podczas gdy pozostate dwa sg poprawne. Oznaczmy p=0,4. W zwigzku z tym:
P=p-1-p)-A-p)+@-p)-p-A-p)+A-p)-A-p)-p
P=04.06-06+06-04-06+0,6-0,6-0,4=0,432.

Zadanie 84. (Zroédlo: [4])

Student poszukiwat potrzebnego mu wzoru w trzech poradnikach. Prawdopodobienstwa tego,
ze wzor znajduje si¢ w pierwszym, drugim lub w trzecim poradniku sg rowne odpowiednio:
p1=0,6, p.=0,7 i p3=0,8. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wzor znajduje si¢:

a. tylko w jednym poradniku,

b. tylko w dwdch poradnikach,

c. we wszystkich trzech poradnikach.

Rozwiqgzanie:
a. Zdarzenie, ze wzor znajduje si¢ tylko w jednym poradniku mozna zapisa¢ jako: wzor

znajduje si¢ w pierwszym poradniku i nie ma go w drugim i trzecim lub wzdr znajduje si¢ w
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drugim, ale nie ma go w pierwszym i trzecim lub wzoru nie ma w pierwszym i drugim, ale

znajduje si¢ w trzecim.

P=p-A-p,) - A=py)+@A-p)-p,- A= ps) +A—-p)- (- p,)- p, =0188.
b.  P=p-p,-@-p)+p-A-p,) ps+ (- p)-p,- py =0452.
C. P=p, p, p;=0336.

Zadanie 85. (Zrédlo: [4])

Prawdopodobienstwo tego, ze potrzebny monterowi detal znajduje si¢ w pierwszej, drugiej,
trzeciej lub czwartej skrzyni, sa odpowiednio réwne: p;=0,6, po=0,7, p3=0,8, ps=0,9. Znalez¢
prawdopodobienstwo tego, ze detal znajduje si¢:

a. najwyzej w trzech skrzyniach,

b. co najmniej w dwoéch skrzyniach.

Rozwigzanie:
a. Najwygodniej rozwigzac to zadanie okreslajac zdarzenie odwrotne, czyli: detal znajduje si¢

w czterech skrzyniach:
P(AI) =P PPy Py = 0,3024,

a nastgpnie okreslajac prawdopodobienstwo zajs$cia zdarzenia przeciwnego:

P(A)=1-P(A")=1-0,3024=0,6976.

b. W tym przypadku rowniez wygodniej jest wykorzysta¢ prawdopodobienstwo zdarzenia
przeciwnego: W zadnej skrzyni nie ma detalu, lub jest tylko w jednej ze skrzyn:
P(BI) = (l_ pl)'(l_ pz)'(l_ p3)'(1_ p4)+ Py - (1_ pz)'(l_ ps)'(l_ p4)+
(@=p)-po-@=ps)- A= P)+A=p)-L=p,) Ps- (L= )+
(1-p)-@=py)-A-p;)- p, =0,0428
P(B) =1— P(B') =1-0,0428=0,9572.
Zadanie 86. (Zrédlo: [4])

Rzucamy trzy kostki do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo nastepujacych zdarzen:

a. na kazdej kostce wypadnie 5 oczek,
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b. na kazdej kostce wypadnie jednakowa liczba oczek.

Rozwiqgzanie:
Przy rzucie trzema kostkami przestrzen zdarzen elementarnych ma 6° elementow.

a. Sytuacja, w ktorej na kazdej kostce wypadto pie¢ oczek jest jedna, wigc

P(A) = 6—13 = 0,00462963.

b. Zdarzen polegajacych na tym, ze na kazdej kostce wypadnie taka sama liczba oczek jest
sze$¢: na wszystkich kostkach wypadto jedno oczko, dwa oczka itd.

P(A) = 6—63 = 6—12 =0,0277778.

Zadanie 87. (Zrédlo: [4])

Rzucamy trzy kostki do gry. Znalez¢ prawdopodobienstwo nastepujacych zdarzen:

a. na dwoch kostkach wypadnie po jednym oczku, a na trzeciej kostce inna liczba oczek,

b. na dwoch kostkach wypadnie jednakowa liczba oczek, a na trzeciej inna liczba oczek,

c. na kazdej kostce wypadnie r6zna liczba oczek.

Rozwigzanie:

Przy rzucie trzema kostkami przestrzen zdarzef elementarnych ma 6° elementow.

a. Zdarzenie oznacza, ze na pierwszej i1 drugiej kostce wypadlo jedno oczko, a na trzeciej

dowolna inna liczba oczek (czyli jest pig¢ mozliwosci), lub na pierwszej 1 trzeciej kostce

wypadto jedno oczko, a na drugiej dowolna inna liczba oczek, lub na pierwszej kostce

wypadto od dwoch do szesciu oczek, a na drugiej i trzeciej jedno oczko.

1.1.5+1-5-1+5-1-1 3.5 1 5 5
e

P(A) = —2==
() 6° 6° 62 6) 72

b. Przy rzucie pierwszg kostka mamy do wyboru szes$¢ liczb. Jesli na drugiej kostce ma
wypas¢ taka sama liczba to mozna ja wybra¢ tylko na jeden sposob. Na trzeciej kostce
pozostaje pie¢ liczb do wyboru. Rozumowanie takie mozna powtorzy¢ dla kazdej z kostek

wigc sg trzy takie mozliwosci wiec

6-1-5 5

P(B)=3 ==,

(B) 3 12
6-5-4 5

C. P(C) = ==
©) 6° 9
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Zadanie 88. (Zrédlo: [4])

Ile kostek do gry nalezy rzuci¢, aby mozna bylo oczekiwa¢ z prawdopodobienstwem

mniejszym niz 0,3, Ze na ani jednej kostce nie wypadnie sze$¢ oczek?

Rozwigzanie:
5

Prawdopodobiefistwo, Zze na jednej kostce nie wypadnie sze$¢ oczek wynosi P(A) =—.

6
Prawdopodobienstwo, zdarzenia polegajacego na tym, ze na zadnej z n kostek nie wypadnie

sze$¢ oczek wynosi:

P(AimAzm...m&):%-%-...-g:(—j .

. . 5
Zatem aby znalez¢ n nalezy rozwigzaé¢ nierdéwnos$¢ 0,3 > (E .

5 n
In(0,3) > In(gj

5
In(0,3) >n- In(gj

In03) _

g
In| =
6
6,60357<n

Prawdopodobienstwo, ze na zadnej kostek nie wypadnie sze§¢ oczek bedzie mniejsze od 0,3

jesli kostek bedzie przynajmniej siedem.
Uwaga: In(5/6)= - 0,182322 < 0 wiec znak nieréwnosci zmienia kierunek.

Zadanie 89. (Zrodlo: [4])

Odcinek podzielono na trzy réwne cze$ci. Na tym odcinku losowo wybrano trzy punkty.
Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze na kazda z trzech rownych czesci odcinka trafi jeden

punkt.
Rozwigzanie:
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Prawdopodobienstwo, ze jeden punkt znajdzie si¢ w ktoérej§ z trzech czesci odcinka wynosi

1 - -
3 Losujgc pierwszy punkt mamy do wyboru trzy odcinki, drugi — dwa odcinki, trzeci — jeden

SR SO0

Zadanie 90. (Zrédlo: [4])

odcinek. Zatem

W czytelni znajduje si¢ sze$¢ podrecznikéw do rachunku prawdopodobienstwa, z ktérych trzy
sa w oprawie. Bibliotekarz losowo wyciagnat dwa podreczniki. Znalez¢ prawdopodobienstwo

tego, ze oba wyciaggnigte podreczniki s3g w oprawie.

Rozwiqgzanie:

32 1
6 5 5
Uwaga: Zadanie to mozna rowniez interpretowac jako obliczenie prawdopodobienstwa warunkowego zdarzenia:

drugi podrgeznik jest w oprawie, jesli pierwszy wylosowany podrecznik jest oprawiony.

Zadanie 91. (Zrédlo: [4])

Srednia liczba dni pochmurnych w lipcu dla pewnej miejscowosci jest rowna sze$¢. Znalez¢

prawdopodobienstwo tego, ze pierwszego i drugiego lipca bedzie pogodnie.

Rozwigzanie:
Lipiec ma 31 dni. Srednia liczba dni pogodnych wyniesie wiec 25. Jesli dwa dni majg by¢

pogodne to prawdopodobienstwo takiego zdarzenia wynosi:

p_2524_20
31 30 31

Zadanie 92. (Zrédlo: [4])

Student umie odpowiedzie¢ na dwadzieScia sposrdd dwudziestu pigciu pytan

egzaminacyjnych. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze student odpowie na zadane mu trzy

pytania.

Rozwigzanie:
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5_20 19 18 _ 57

Zadanie 93. (Zrédlo: [4])

Znalez¢ prawdopodobienstwo P(A) majac dane prawdopodobienstwa P(ANB)=0,72 i
P(AuB')=018.

Rozwigzanie:

Zauwazmy, ze kazde zdarzenie mozemy przedstawi¢ jako sume dwoch zdarzen

wylaczajacych si¢: A=(ANB)U(ANB') (zob. zad. 78). Zatem:

P(A) = P((AnB) U(ANB")
P(A) = P(ANB) +(ANB') =0,72+018=09

Zadanie 94. (Zrédlo: [4])

Znalez¢ prawdopodobiefistwo P(AMB') majac dane prawdopodobienstwa P(A)=a,
P(B)=b, P(AUB)=c.

Rozwigzanie:

Kazde zdarzenie mozemy przedstawi¢ jako sume dwoch zdarzen wytaczajacych sie:
A=(AnB)U(ANB'). Zatem
P(A)=P(AnB)+P(ANB")
stad
P(AnB')=P(A) -P(ANnB) 1)
Natomiast P(An B) mozemy znalez¢ korzystajac z
P(AuB)=P(A)+P(B)-P(AnB)
P(AnB)=P(A)+P(B)-P(AuUB) @)
Podstawiajac (2) do (1) otrzymuje si¢:
P(AnB')=P(A)—(P(A)+P(B)-P(AUB))
P(AnB)=a-a-b+c=c-b

Zadanie 95. (Zrédlo: [4])
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Do obwodu elektrycznego wilaczono szeregowo trzy elementy pracujace niezaleznie.
Prawdopodobienstwa awarii elementow s3 rowne odpowiednio p;=0,1, p»=0,15, p3=0,2.

Znalez¢ prawdopodobienstwo, ze obwod nie bedzie przewodzit pradu.

Rozwigzanie:

W pofaczeniu szeregowym wszystkie elementy musza by¢ sprawne, aby ptynat prad.

Najwygodniej jest rozwigza¢ to zadanie znajdujac prawdopodobienstwo wystgpienia

zdarzenia przeciwnego A" — prad bedzie ptynat.
P(A)=1-P(A)=1-(1-p)-1-p,)-(1-p;)=0,388

Zadanie 96. (Zrédlo: [4])

Urzadzenie sktada si¢ z dwoch niezaleznie pracujacych elementéw. Prawdopodobienstwa
zepsucia si¢ pierwszego i drugiego elementu sg réwne odpowiednio 0,05 i 0,08. Znalez¢é

prawdopodobienstwo zepsucia si¢ urzadzenia, tzn. zepsucia si¢ co najmniej jednego elementu.

Rozwigzanie:
Konieczne jest obliczenie prawdopodobienstwa zdarzenia: pierwszy element dziala
poprawnie i drugi ulegt awarii lub pierwszy ulegl awarii 1 drugi dziata lub oba ulegty awarii.

P =0,05- (1—0,08) + (1—0,05) - 0,08+ 0,05- 0,08 = 0,126

Zadanie 97. (Zrédlo: [4])

Trzech badaczy, niezaleznie jeden od drugiego, przeprowadza pomiary pewnej wielkosci
fizycznej. Prawdopodobienstwo tego, ze pierwszy badacz popeini btad przy odczytywaniu
wyniku pomiaru jest rowne 0,1. Dla drugiego 1 trzeciego badacza prawdopodobienstwo to jest
rowne odpowiednio 0,15 1 0,2. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze przy jednokrotnym

pomiarze co najmniej jeden z badaczy popelni btad.

Rozwigzanie:
Najwygodniej jest rozwigza¢ to zadanie znajdujac prawdopodobienstwo wystapienia

zdarzenia przeciwnego A’— zaden z badaczy si¢ nie pomyli.

P(A) =1- P(A') :1_(1_ p1) ’ (1_ pz) ’ (1_ ps) =0,388.
Zadanie 98. (Zrédlo: [4])
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Inzynier = przeprowadza  wielokrotne  pomiary  pewnej  wielkosci  fizyczne;.
Prawdopodobienstwo tego, ze przy odczytywaniu wskazan przyrzadu inzynier popeini btad,
jest rowne p. Znalez¢ najmniejsza liczbg pomiarow, ktore powinien przeprowadzi¢ inzynier,
aby z prawdopodobienstwem P>« mozna bylo oczekiwaé, ze co najmniej jeden wynik

pomiaru okaze si¢ btednym.

Rozwigzanie:

Prawdopodobienstwo, ze przy n pomiarach zaden z wynikéw nie bedzie btedny wynosi
(1- p)". Prawdopodobiefistwo, ze przynajmniej jeden wynik bedzie bledny bedzie zatem

rowne 1—(1— p)". Ta warto$¢ ma by¢ wieksza od a.

a<l-1-p)"
a-1<-1-p)"
l1-a>@1-p)"

In(L— ) > In((1- p)")
Inl—«a) >n-In(L- p)

In(l- ) -
In(1—p)
: In(1- .
Zatem najmniejsza liczba pomiaré6w n wynosi n:{H—‘JA’ gdzie operator |_—|

oznacza cze$¢ catkowitg z liczby.

ZDARZENIA NIEZALEZNE

Zadanie 99. (Zrédlo: [11])

W partii rur liczacej tysigc sztuk jest dwiescie sztuk rur stozkowych, sto piecdziesigt
eliptycznych, piecdziesiat eliptycznych i1 stozkowych, a sze$¢set rur nie ma wad. Okreslmy
nastepujace zdarzenia: S — losowo wybrana rura jest stozkowa, E — losowo wybrana rura jest

eliptyczna. Czy zdarzenia S i E sa niezalezne?

Rozwigzanie:
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Aby stwierdzi¢, czy zdarzenia s3 niezalezne nalezy sprawdzi¢, czy
prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen rowne jest iloczynowi prawdopodobienstw tych
zdarzen. Jesli tak to znaczy, ze zdarzenia sg niezalezne.

Catkowita liczba rur to N=1000. Rur, ktorych wada polega na stozkowym ksztalcie
jest s=200+50 (czyli rowniez uwzglednione sg rury, ktore sg stozkowe i eliptyczne). Rur

eliptycznych jest e=150+50.

p(s)_ S _ 250 1
N 1000 4
p(E)_ £ _ 200 _1
N 1000 5

Prawdopodobienstwo tego, ze rura jest stozkowa i eliptyczna (czyli wystepuja dwie wady
jednoczesénie) wynosi:
50 1

PSNE)=—=—,
1000 20

Sprawdzmy, czy iloczyn P(S)-P(E) réwny jest wartosci P(S NE):

11 1
P(S)-P(E)==-==—=P(SNE).
(S)-P(E) 2520 ( )
Prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen (czyli tego, ze rura jest eliptyczna 1 stozkowa
jednocze$nie) jest réwne iloczynowi prawdopodobienstw zdarzen S i E, wigc sa one

niezalezne.

Zadanie 100. (Zroédlo: [11])

W ciggu tysigca dni przeprowadzono obserwacje meteorologiczne dotyczace predkosci wiatru
1 ci$nienia atmosferycznego. Oznaczmy zdarzenia: A — predko$¢ wiatru mniejsza niz 5 m/s,
A’ — predkos¢ wiatru wigksza lub rowna niz 5 m/s, B — ci$nienie atmosferyczne mniejsze od
1200 mbar, B’ — cisnienie atmosferyczne wigksze lub rowne 1200 mbar. Zaobserwowano

nastepujace liczby zdarzen:

A A’ Razem
B 400 100 500
B’ 200 300 500

Razem | 600 400 1000

Zbada¢, czy zdarzenia A i B sg niezalezne.

Rozwigzanie:
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Aby stwierdzi¢, czy zdarzenia sg niezalezne nalezy sprawdzi¢, czy
prawdopodobienstwo iloczynu zdarzen rowne jest iloczynowi prawdopodobienstw tych
zdarzen. Jesli tak to znaczy, ze zdarzenia sa niezalezne. Korzystamy tu ze statystycznej
interpretacji prawdopodobienstwa.

Zeby oszacowaé prawdopodobiefistwo wystapienia zdarzenia A nalezy zliczy¢
wszystkie wystgpienia zdarzenia A (,,Razem” w kolumnie z nagléwkiem A):

P(A) = 600 = 3 .
1000 5

Zeby oszacowaé prawdopodobienstwo wystapienia zdarzenia B nalezy zliczyé

wszystkie wystgpienia zdarzenia B (,,Razem” w wierszu B):
P(B) =0 _1
1000 2

Liczba zdarzen, w ktorych zaszto A i B jednocze$nie znajduja si¢ na przecigciu
kolumny A i wiersza B:

400 2

P(ANB)=—— =
1000 5

31 3 2
P(A)-P(B)=—-—=—=#P(ANB)=—
(A)P(B) =5 =1 #P(ANB) =

Zdarzenia nie sg niezalezne.

Zadanie 101. (Zrédlo: [11])

Prawdopodobienstwo przekazania sygnatlu przez jeden przekaznik wynosi p=0,9. Przekazniki
dziatajg niezaleznie, tzn. zadziatanie jednego z nich nie ma wptywu na zadziatanie drugiego.
Obliczy¢ prawdopodobienstwo przekazania sygnatu:

a. przy pofgczeniu szeregowym dwoch przekaznikow (muszg @

zadziata¢ oba przekazniki), o o

b. przy potaczeniu rownolegtym (wystarczy aby jeden z
przekaznikow zadziatat).

O'/
O/

Rozwiqgzanie:
Oznaczmy zdarzenia | — zadziata pierwszy przekaznik, II — zadziata drugi przekaznik.
a. przekazanie sygnatu nastgpi jesli pierwszy 1 drugi przekaznik zadziata wiec

prawdopodobienstwo tego zdarzenia jest rOwne:

P(A)=P(I~ 1) =P(l)-P(I)=p-p=09-09=081,
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b. przekazanie sygnatu nastgpi, jesli pierwszy lub drugi przekaznik zadziata wigc
prawdopodobienstwo takiego zdarzenia rowne jest:

P(B)=Pull)=P()+PUD-P()-P()=p+p-p-p=0,99.
Zadanie 102. (Zrédtlo: [11])
Niech Q={(x,y¥):0<x<l, O<y<1L}; A;, Ay .., A; beda 1
zdarzeniami  zaznaczonymi  na  rysunku.  Oznaczmy: ,
A=AUAUA, B=AUAUA, C=AUAUA. | 4 45 | 4

Zbada¢, czy zdarzenia A, B, C s3 niezalezne oraz czy sg parami

10 e

niezalezne.

Y

Rozwigzanie:
Zauwazmy, ze kazde ze zdarzen A; stanowi § zbioru Q, czyli prawdopodobienstwo, ze takie

zdarzenie zajdzie wynosi §. Ponadto zdarzenia te sg parami roztaczne. Aby stwierdzié, czy

zdarzenia A, B i C s3 parami niezalezne konieczne jest okreslenie i porownanie warto$ci

P(A)-P(B) i P(ANB), P(A)-P(C) i P(ANC) oraz P(B)-P(C) i P(BC).

1 1 1 3 1
P(A)=P(B)=PC)==+=-+=-—=—==
(A)=P(B)=P(C) 973t3"5"3
Wspolng czescig zbiorow A i B jest A; wigc:
P(AmB):P(Al):%.
Jak tatwo zauwazyc¢:
11 1
P(A)-P(B)==-====P(ANnB
(A)-P(B) 339 ( )

wiec zdarzenia A oraz B sa niezalezne. W przypadku par zdarzen A i C (czg$¢ wspdlna Ag)

oraz B i C (czg$¢ wspolna A7) przebieg obliczen oraz wyniki sg identyczne:

P(A)-P(C)=P(ANC) =

Ol Ok

P(B)-P(C)=P(BNC)=

Zatem zdarzenia Ai B, Ai C oraz B i C sg niezalezne.
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Aby okredli¢, czy zdarzenia A, B i C s3 niezalezne nalezy obliczyé P(A)-P(B)- P(C)
i PLANBNC).

111 1
P(A)-P(B)-P(C)==-=-= =—
(A)-P(B)-P(C) 333 27
Zdarzenia nie majg wspolnej czesci wige iloczyn tych zdarzen jest zbiorem pustym:
ANBNC=0.

Prawdopodobienstwo zdarzenia niemozliwego jest rowne zeru wiec
P(A)-P(B)- P(C) =% +P(ANBNC)=P(@)=0,
czyli zdarzenia te nie sg niezalezne.

PRAWDOPODOBIENSTWO ZUPEENE

Zadanie 103. (Zrédlo: [4])

Do urny zawierajacej dwie kule (nieznanego koloru), wrzucono kulg biata, po czym z urny
wyciggni¢to losowo jednag kule. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wyciggnigta kula
okaze si¢ biala, jesli wszystkie mozliwe przypuszczenia o poczatkowym zestawie kolorow kul

sa jednakowo prawdopodobne.

Rozwigzanie:
Oznaczmy przez A — wyciagni¢to kulg biata. Mozliwe sa nastepujace hipotezy na temat

poczatkowego zestawu kul: B; — zero kul biatych, B; — jedna kula biata, Bs — dwie kule biate.
Z treSci zadania wynika, ze wszystkie trzy hipotezy sa jednakowo prawdopodobne, w

zwigzku z czym prawdopodobienstwo prawdziwosci kazdej z hipotez jest rowne:
1
P(B,) =P(B,)=P(B;) = 3

Mozna zauwazy¢, ze zdarzenia te tworzg uktad zupetny zdarzen.
Prawdopodobienstwo tego, ze wyciagnieta zostata biata kula, jesli wczedniej nie bylo
w urnie ani jednej biatej kuli (czyli po wrzuceniu bialej kuli, byta jedna biata 1 dwie innego

koloru) wynosi

1
P(A|B)==.
(AlB) =3
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Prawdopodobienstwo tego, ze wyciagni¢ta zostata biata kula, jesli wcze$niej w urnie byta
jedna biata kula (czyli po wrzuceniu biatej kuli, byty dwie biale i jedna innego koloru)
wynosi

2

3

Prawdopodobienstwo tego, ze wyciggnigta zostala biata kula, jesli wczesniej w urnie byty

P(A|B,) =

dwie biate kule (czyli po wrzuceniu bialtej kuli, wszystkie trzy byty biale) wynosi

3
P(AIBy) =3

Na podstawie wzoru na prawdopodobienstwo zupetne otrzymujemy:

P(A) =P(B,)- P(A| B)) + P(B,)- P(A| B,) + P(B;) - P(A| By)

Zadanie 104.

W laboratorium znajduje si¢ dziesi¢¢ automatycznych miernikow jakosci wody. Trzy nowego
typu (prawdopodobienstwo prawidtowego pomiaru wynosi p;=0,95) i siedem starego typu
(prawdopodobienstwo prawidlowego pomiaru wynosi P,=0,92). Pomiar przeprowadzono
jednym (losowo wybranym) urzadzeniem. Znalez¢é prawdopodobienstwo tego, ze pomiar

bedzie prawidtowy.

Rozwigzanie:

. . : 3
Prawdopodobienstwo, ze wybrano urzadzenie nowego typu réwne jest P(B,) = 10’ starego

;
typu P(B,) = 0 Jak wida¢ zdarzenia tworzg uktad zupelny zdarzen. Korzystajac ze wzoru

na prawdopodobienstwo zupelne otrzymujemy:

P(A)=P(B,)-P(A[B,)+P(B,)-P(A| B,)

P(A) = >.0,95+ 092 =0,929.
10 10

Zadanie 105. (Zrodlo: [4])

Skrzynia zawiera dwanascie detali wyprodukowanych w zaktadzie A, dwadzie$cia detali

wyprodukowanych w zakladzie B i osiemnascie detali wyprodukowanych w zaktadzie C.
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Prawdopodobienstwo tego, ze detal z zakladu A jest pierwszej jakosci, jest rowne 0,9. Dla
detali z zaktadow B i C te prawdopodobienstwa sa odpowiednio rowne 0,6 i 0,9. Znalez¢

prawdopodobienstwo tego, ze wyciagniety losowo detal okaze si¢ pierwszej jakosci.

Rozwigzanie:
Okreslmy prawdopodobienstwa tego, ze wybrany losowo detal pochodzi z zaktadu A, B lub
C. Wszystkich elementoéw jest n=12+20+18=50.
12 20 18
P(A)=—; P(B)=—; P(C)=—.
(A) = (B) =0 ©) =
Jako zdarzenie D oznaczmy, ze losowo wyciagniety detal bedzie pierwszej jakosci, wowczas:

P(D)=P(A)-P(D|A)+P(B)-P(D|B)+P(C)-P(D|C)

P(D) 22-0,9+§-0,6+E-0,9:O,78.
50 50 50

Zadanie 106. (Zrodlo: [4])

Pierwsza urna zawiera dziesie¢ kul, w tym osiem bialych. Druga zawiera dwadziescia kul, w
tym cztery biale. Z kazdej urny wyciagni¢to po jednej kuli, nastepnie z tych dwodch kul

losowo wybrano jedng kule. Znalez¢ prawdopodobienstwo tego, ze wybrano kule biala.

Rozwigzanie:
Oznaczmy A — wybrano kulg bialg, B — kula pochodzi z urny pierwszej, C — kula pochodzi z
urny drugiej. A|B — kula biata wylosowana z urny pierwszej, A|C — kula biata wylosowana z
urny drugiej.

1 4

P(B)=; P(C)-

8
; P(A|B)=—; P(A|C)=—.
5+ PAIB)=15: PAIC)=—;

P(A)=P(B)-P(A|B)+P(C)-P(A|C)

oL 8,14 1
210 2 20 2

Zadanie to mozna rozwigza¢ nie Kkorzystajac z wilasnos$ci

prawdopodobienstwa zupelnego. Losujac po jednej kuli z kazdej z

.4
urn prawdopodobienstwa otrzymania bili bialej sg rowne 10 i 20

Mozliwe wyniki losowania dwoch kul sg nastepujace:
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{(k,k), (b,k), (k,b), (b,b)}, gdzie b oznacza kul¢ bialg, a k oznacza kule¢ innego koloru.
Przyporzadkujmy interesujagcym nas zdarzeniom prawdopodobienstwa:

8 16 16 241 844

P((b, k))_ﬁ 20" 25" P((k.b)) = 10 20 25’ P((b.0))= 10 20 25°

Nastepnie dla kazdego z powyzszych zdarzen okreslmy prawdopodobienstwo wylosowania

kuli biatej w drugim losowaniu: dla (b,k), (k,b) prawdopodobienstwo wylosowania kuli biatej
: 1 S :
jest rowne > dla (b,b) — 1. Mamy tu do czynienia z iloczynem zdarzen (np. w pierwszym

losowaniu (z urny) wylosowano kule biatg i w drugim losowaniu (z uprzednio wybranych
dwoch bil) rowniez wylosowano kule bialg) wigc nalezy pomnozy¢é prawdopodobienstwa
otrzymania kuli biatej w kazdym zdarzeniu. Ostatecznie prawdopodobienstwo wylosowania
kuli bialej wyniesie:

16,11 4

P(A) = = P((b k))+— P((k,b))+1- P(b, b)_% 2—+%-25+1-25=%.

Zadanie 107. (Zroédlo: [4])

Prawdopodobienstwa tego, ze w czasie pracy komputera nastapi awaria: koprocesora
arytmetycznego, pamigci RAM, innych urzadzen maja si¢ do siebie jak 3:2:5.
Prawdopodobienstwo wykrycia awarii: w koprocesorze arytmetycznym, w pamigci 1
pozostalych  urzadzeniach, sa odpowiednio réwne: 0,8, 09 1 0,9. Znalez¢

prawdopodobienstwo tego, ze awaria w komputerze zostanie wykryta.

Rozwigzanie:
Okre$lmy prawdopodobienstwa awarii poszczegélnych podzespotéw. A — koprocesora
arytmetycznego, B — pamieci RAM, C — innych elementow.

3+2+5 10 3+2+5 5 3+2+5 2

Jako zdarzenie D okre§lmy wykrycie awarii odpowiedniego elementu. Prawdopodobienstwo

P(A) =

wykrycia awarii (odpowiedniego komponentu): koprocesora arytmetycznego P(D| A) =0,8
, pamieci P(D|B)=0,9, innego komponentu P(D|C)=0,9.
P(D)=P(A)-P(D|A)+P(B)-P(D|B)+P(C)-P(D|C)

P(D) = .08+ .09+ =.09=087.
10 5 2
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PRAWDOPODOBIENSTWO WARUNKOWE (WZOR BAYESA)

Zadanie 108. (Zrodlo: [11])

W magazynie fabryki sa amperomierze pochodzace z trzech tasm produkcyjnych, przy czym
liczby amperomierzy z kazdej tasmy sg takie same. Wiadomo, ze dostawy z pierwszej taSmy
zawierajg 0,5% brakow, z drugiej zawieraja 0,7% brakow, z trzeciej zawieraja 1% brakow.
Wybrany w sposob losowy amperomierz okazat si¢ brakiem. Obliczy¢ prawdopodobienstwo
tego, ze zostal on wyprodukowany na tasmie drugiej. Zatozy¢, ze liczby amperomierzy

pochodzace z danej tasmy sg identyczne.

Rozwigzanie:
Oznaczmy A; — amperomierz pochodzi z ta§my pierwszej, A, — amperomierz pochodzi z

tasmy drugiej, Az — amperomierz pochodzi z taSmy trzeciej, B — amperomierz jest brakiem.
Korzystajac z zatozenia, ze liczby amperomierzy wyprodukowane na kazdej tasmie sg

identyczne otrzymamy:

P(A) = P(A,) = P(A3)=§.

Okreslmy nastepnie prawdopodobienstwa otrzymania wadliwego amperomierza, jesli wiemy,

ze zostal wyprodukowany na danej tasmie:

05 07 1
P(B|A)=—"-=0005 P(B|A)=-—-=0007; P(B|A)=—-=001.
(BIA) =105 B1A)=100 B1A)=15

Na podstawie twierdzenia o prawdopodobienstwie zupelnym obliczamy P(B):
P(B)=P(A)-P(B]A)+P(A)-P(B| A) + P(A)-P(B] A)

P(B) = % -0,005+ % -0,007 + % -0,01=0,00733333.

W  celu oszacowania prawdopodobienstwa tego, ze wadliwy amperomierz zostal

wyprodukowany na tasmie drugiej, pozostaje tylko podstawi¢ do wzoru Bayesa:

P(A [B)= P(AZ)F-)(Pé)BMZ)
1.0007
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Zadanie 109. (Zrédlo: [11])
Pewien zaklad produkuje sruby w trzech technologiach: By, By, B3, ktorych produkcja wynosi

odpowiednio 25%, 35% 1 40% calej produkcji. Maszyny wytwarzaja odpowiednio 5%, 4% i
2% $rub wadliwych. Obliczy¢ prawdopodobienstwo, ze losowo wybrang Srubg

wyprodukowano w technologii B, jesli stwierdzono, ze jest ona wadliwa.

Rozwigzanie:

Okreslmy prawdopodobienstwa tego, ze sruba zostata wyprodukowana w danej technologii:
P(B,)=0,25; P(B,)=035; P(B;)=04.
Jako A oznaczmy zdarzenie polegajace na tym, ze Sruba jest wadliwa, wowczas
prawdopodobienstwa, ze §ruba jest wadliwa jesli zostata wyprodukowana w danej technologii
beda rowne:
P(A|B,)=0,05; P(A|B,)=004; P(A|B;)=0,02.

Na podstawie twierdzenia o prawdopodobiefstwie zupetnym mamy:

P(A) =P(B,)- P(A| B)+P(B,)- P(A| B,) + P(B,) - P(A[ B;)
P(A)=0,25-0,05+0,35-0,04+0,4-0,02=0,0345.

Korzystajac ze wzoru Bayesa otrzymuje si¢:

P(B,)-P(A|B,) 0,25-0,05

PB.1A)= P(A) 0,0345

=0,362319.

Zadanie 110. (Zrédlo: [11])

W magazynie znajduja si¢ elementy wyprodukowane w firmach I 1 II. Z firmy I pochodzi
40% elementow, z firmy II — 60%. Niezawodno$¢ (w czasie T) elementéow z firmy I jest
rowna 0,95, z firmy 11 — 0,7. W sposob przypadkowy wzigto z magazynu element. Obliczy¢:
a. prawdopodobienstwo tego, ze pochodzi z firmy I,

b. prawdopodobienstwo tego, ze element bedzie pracowal poprawnie przez czas T,

c. prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze element pochodzi z firmy I, jesli stwierdzono, ze
pracowat poprawnie przez czas T,

d. prawdopodobienstwo warunkowe tego, ze element pochodzi z firmy I, jesli stwierdzono,
ze pracowal poprawnie przez czas T.
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Rozwigzanie:
a. P(1)=0/4.
b. Prawdopodobienstwa tego, ze element zostal wyprodukowany przez firm¢ I wynosi
P(1)=0,4, a P(Il)=0,6. Oznaczmy A — element bedzie pracowal poprawnie przez czas T.
Prawdopodobienstwa tego, ze element bedzie pracowal przez czas T, jesli zostal
wyprodukowany przez firme I jest rtowne P(A|1) =0,95, jesli zostat wyprodukowany przez
firme 11 P(A|1l)=0,7. Prawdopodobienstwo zdarzenia polegajacego na tym, ze bedzie
pracowat przez czas T bedzie rowne:
P(A)=P()-P(A|D)+PD)-P(A| )
P(A)=0,4-095+0,6-0,7=08.
c. Prawdopodobienstwo nalezy obliczy¢ wykorzystujac formule Bayesa:
P(l)-P(A[l) 0,4-0,95

P(| A) = =0,47
P(A) 08

0 o1t ) PAD-PAALID 0607 oo
P(A) 08
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